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6.1  曲げによる応力 (1) 

• はりにモーメントが作用しているとする。 

–はりは曲がり、図に示すように凸側は引っ張られ、
凹側は圧縮される。 



6.1  曲げによる応力 (2) 

• はりの中央には伸縮しない面が存在する。 

– この面を中立面 (neutral plane) という。 



中立面と縦主軸 

• 中立面とはりの横断面と
の交線を断面の中立軸 
(neutral axis) という。 

• 中立面と図心を通るx-y
平面の交線を縦主軸 
(longitudinal principal 
axis: 軸線）という。 



たわみ曲線 

• はりの縦主軸のつくる曲線をたわみ曲線 
(deflection curve) という。 

たわみ曲線 



横断面に生じる垂直応力 

• はりに一様な曲げモーメントが作用していると
する（単純曲げ）。 

–横断面に生じる垂直応力を求める。 

– このとき、変形前にはりの軸線に垂直な横断面
は、変形後も平面を保っていると考え、かつ変形
後の軸線に垂直であると仮定する。 



モーメントによるはりの変形 

 



モーメントによるはりの変形 

• 図に示すように変形前にdx だけ離れた２つ
の断面 A-B と C-D は変形後に軸線の湾曲と
ともに傾き、凸側の B-C は引っ張られ、凹側
のA-Dは圧縮される。 



モーメントによるはりの変形 

• 断面 A-B と C’-D’の延長線が点Oにおいて角
dθ で交わるとすればはりのたわみ曲線の曲
率半径 (radius of curvature) をρとして、
𝜌𝑑𝜃 = 𝑑𝑠 となる。 



角度と弧の長さの関係 

• 半径１の円を考える 

–角度と弧の長さが同じ 

半径：1 

1周の長さ：2π 
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半径、角度と弧の長さの関係 

• ラジアンを使うと、角度×半径が弧の長さとなる 
– ２π の中心角は円周の１周分の長さになる → 円周の長さ２πR 
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モーメントによるはりの変形 

• 断面 A-B と C’-D’の延長線が点Oにおいて角
dθ で交わるとすればはりのたわみ曲線の曲
率半径 (radius of curvature) をρとして、
𝜌𝑑𝜃 = 𝑑𝑠 となる。 



変形による移動 

• 中立軸からｙ離れたところに弧P’Q’を考えると、
変形前にP,Qはそれぞれdx だけ離れた２つの
断面A-BとC-Dの上にあって、変形後に弧に
なっている。 



ひずみの式 

• 変形前のPQが、変形後にP’Q’となった。 

• PQの長さは𝜌𝑑𝜃 , P’Q’は 𝜌 + 𝑦 𝑑𝜃  

• ひずみはもとの長さに対する伸びの割合 

𝜀 =
𝜌 + 𝑦 𝑑𝜃 − 𝜌𝑑𝜃

𝜌𝑑𝜃
=
𝑦

𝜌
 



ひずみと応力 

• 弾性係数をEとする 

𝜀 =
𝜌 + 𝑦 𝑑𝜃 − 𝜌𝑑𝜃

𝜌𝑑𝜃
=
𝑦

𝜌
 

𝜎 =
𝐸𝑦

𝜌
 



曲げ応力の式 

• 応力は中立軸から距離ｙに比例し、中立軸上 
(y=0) でσ=0 となる。 

• はりに生じるこの応力を曲げ応力 (Bending 
stress) という。 



ひずみの式 

• 断面の中の位置が違うと曲げ応力が違う 

𝜎 =
𝐸𝑦

𝜌
 



例題6.1 曲げ応力の計算 

• 直径3mmの鋼線を直径1mの円筒に巻きつ

けたとき、鋼線に生じる曲げ応力を求めよ。
ただし、鋼線の縦弾性係数をE＝206GPaとす
る。 



例題6.1 解答例 

• まっすぐなはりを曲率半径ρ=0.5mに曲げたと

き、はりに生じる曲げ応力は応力の式によっ
て求めることができる。 

𝜎 =
𝐸𝑦

𝜌

=
206 × 109 ×

3 × 10−3

2
0.5

= 618 × 106 = 618 MPa 



例題6.2  

• 厚さ 2mmの鋼帯を直径Dの円筒に巻きつけ

たい。鋼帯に生じる曲げ応力が、鋼帯の比例
限度σp=200MPaを超えないようにするには、D

をいくらにすればよいか。鋼帯の縦弾性係数
をE=206GPaとする。 



例題6.2 解答例 

• 曲率半径ρと中立軸からの距離ｙをそれぞれ
次のようにする。 

 

 

• すると式より 

 

 

• したがって、 

𝜌 =
𝐷 × 2 × 10−3

2
 𝑦 =

2 × 10−3

2
= 1 × 10−3 

𝜌 =
𝐸𝑦

𝜎𝑝
=
206 × 109 × 1 × 10−3

200 × 106
= 1.03 [𝑚] 

𝐷 = 2 × 1.03 − 2 × 10−3 = 2.058 [𝑚] 



6.2 曲げモーメントと曲げ応力 

• はりには、軸線方向に
外力は生じない（全体
は位置がずれない） 

• 図のように断面の中立
軸（ｚ軸）からｙ離れた微
小面積ｄＡに作用する
応力をσとすると、この
微小面積に生じる力は 
σｄＡとなり、これを断面
全体について積分した
値は０となるはずである。 



6.2 曲げモーメントと曲げ応力 

• すなわち、 

 𝜎𝑑𝐴
𝐴

= 0 

• また  

𝜎 =
𝐸𝑦

𝜌
 

なので、 

 
𝐸𝑦

𝜌
𝑑𝐴

𝐴

=
𝐸

𝜌
 𝑦𝑑𝐴
𝐴

= 0 

 



6.2 曲げモーメントと曲げ応力 

• ここで、
𝐸

𝜌
≠ 0なので、 

 𝑦𝑑𝐴
𝐴

= 0 

となる。断面の図心とｚ
軸との距離を𝑦𝑐とし、断
面積を𝐴とすれば、 

 𝑦𝑑𝐴
𝐴

= 𝐴𝑦𝑐 = 0 

となる。 

 



6.2 曲げモーメントと曲げ応力 

• ここで、𝐴 ≠ 0である
ので、𝑦𝑐 = 0となり、
中立軸は断面の図心
を通ることになる。 



断面一次モーメント 

• この中で、 𝑦𝑑𝐴
𝐴

という量は、微小面積dAと

中立軸（oz軸）からdAまでの距離ｙとの積を断
面全体に関して総和を求めたものである。 

• これを断面Ａの中立軸に関する断面一次
モーメントという。 



曲げモーメントと曲げ応力の関係 

• 断面に作用する曲げモーメントをＭとし、曲げ
応力をσとする。 

• 同じように断面の中立軸からｙ離れた微小面
積ｄＡに作用する応力をσとすると、この微小
面積に生じる力はσｄＡとなる。 

• この力の中立軸まわりのモーメントをdMとす

ると、𝑑𝑀 = 𝑦𝜎𝑑𝐴 =
𝐸𝑦2

𝜌
𝑑𝐴となる。 



断面二次モーメント 

• このモーメントの断面全体に関する総和は、
曲げモーメントＭとつりあっている必要がある

𝑀 =  
𝐸𝑦2

𝜌
𝑑𝐴

𝐴
=
𝐸

𝜌
 𝑦2𝑑𝐴
𝐴

=
𝐸𝐼

𝜌
 

• ここで、 𝐼 =  𝑦2𝑑𝐴
𝐴

を中立軸に関する断面

二次モーメント（慣性モーメント）という。 



曲率の式 

• この式を変形するとモーメントＭと断面二次
モーメントとの関係を得る。 

1

𝜌
=

𝑀

𝐸𝐼
 

• この式は、はりの中立軸の曲率（はりのたわ
み曲線）が曲げモーメントＭに比例しているこ
と、材料の縦弾性係数Ｅと断面二次モーメン
トＩの積に反比例していることを表している。 



曲げ剛性 

• 曲げモーメントＭが同じでもＥＩの大きいはり
ほど曲がりにくくなる。このＥＩをはりの曲げ剛
性 (flexural rigidity) という。 

 
1

𝜌
=
𝑀

𝐸𝐼
 



曲げ応力 

• 曲げ応力σ  

 𝜎 =
𝐸𝑦

𝜌
, 
1

𝜌
=
𝑀

𝐸𝐼
 

から、  

𝜎 =
𝑀𝑦

𝐼
 

となる。この式より、曲げモーメントＭの働く断
面における中立軸からｙだけ離れた点の曲げ応
力を求めることができる。 



曲げ応力 

• 曲げ応力σは、中立軸からの距離Ｙに比例す
るので、中立軸からもっとも離れた点で最大
の曲げ応力が生じる。 

• 中立軸からはりの凸側(引っ張り側）および凹
側(圧縮側）のもっとも離れた点までの距離を
それぞれ𝑦1，𝑦2とすると最大の引張応力
𝜎𝑡 𝑚𝑎𝑥と圧縮応力𝜎𝑐 𝑚𝑎𝑥は、 

• 𝜎𝑡 𝑚𝑎𝑥 =
𝑀𝑦1

𝐼
=
𝑀

𝑍1
, 𝜎𝑐 𝑚𝑎𝑥 =

𝑀𝑦2

𝐼
=
𝑀

𝑍2
で表さ

れる。 

 



断面係数 

• 𝜎𝑡 𝑚𝑎𝑥 =
𝑀𝑦1

𝐼
=
𝑀

𝑍1
, 𝜎𝑐 𝑚𝑎𝑥 =

𝑀𝑦2

𝐼
=
𝑀

𝑍2
で表される

として、 
𝐼

𝑦1
= 𝑍1,

𝐼

𝑦2
= 𝑍2 

とおいている。この𝑍1, 𝑍2を断面係数 (modulus of 
section) という。断面係数は、はりの断面形状によ
り決まる値で、断面が上下対称であれば、𝑦1 = 𝑦2
であり、 𝑍1 = 𝑍2である。 



6.3 図心と断面一次モーメント 

• 図の中の微小面できｄＡについて、その位置
が（ｘ、ｙ）であるとすると、ｙｄＡはｘ軸に関する
面積モーメント(moment of area) である。 



断面一次モーメント 

• 面積モーメントを図形全体に関して総和を
とったものを次のように計算する。 

𝑆𝑥 =  𝑦𝑑𝐴
𝐴

 

この𝑆𝑥をｘ軸に関する断面一次モーメント
(geometrical moment of area) という。同様にｙ軸に
関する断面一次モーメントは次のようになる。  

𝑆𝑦 =  𝑥𝑑𝐴
𝐴

 



図心 

• ある図形の面積Ａが一点に集中したと仮定し、
このときの任意の軸に関する面積モーメント
が、この図形の同じ軸に関する断面一次モー
メントと等しくなる点𝐺 𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 を、その図形の
図心(centroid, center of figure) という。 



図心の式 

• 図心の式は、𝐴𝑦𝑐 =  𝑦𝑑𝐴
𝐴

から、 

𝑦𝑐 =
 𝑦𝑑𝐴
𝐴

𝐴
 

同様に、  

𝑥𝑐 =
 𝑥𝑑𝐴
𝐴

𝐴
 



図心は軸に無関係 

• 図心の位置は、図の形によって決まるので、
軸の位置とは無関係である。 

• 図心を通る軸に関する断面一次モーメントは
０である。 



対称図形 

• 図形が対称軸をもつとき、そのをｘ軸またはｙ

軸とすれば、
 𝑦𝑑𝐴𝐴

𝐴
あるいは

 𝑥𝑑𝐴𝐴

𝐴
は０となる

ので、図心は対称軸上にある。したがって、
対称軸が２本以上ある図形では、対称軸の
交点が図心となる。 

• （円・楕円、長方形、正方形、正三角形、ひし
形など） 



図形の図心の計算 

• 図形の図心を求める場合、その図形を図心および面
積があらかじめわかっているｎ個の図形に分割可能
であれば、分割された個々の図形における図心の座
標を 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 ,…， 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 、面積を
𝐴1, 𝐴2,……𝐴𝑛として、 

𝑥𝐶 =
𝐴1𝑥1 + 𝐴2𝑥2 +⋯+ 𝐴𝑛𝑥𝑛
𝐴1 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛

 

𝑦𝐶 =
𝐴1𝑦1 + 𝐴2𝑦2 +⋯+ 𝐴𝑛𝑦𝑛
𝐴1 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛

 

 
で計算できる。 



例題6.4  

• 図に示す図形の図心を求めよ。 



解答 

• 図心の計算（図心は対称軸であるｙ軸上にあ
る）はｙ座標だけ求めればよい。  

𝑦𝑐 =
1

𝐴
 𝑦𝑑𝐴
𝐴

=
1

𝐴
 𝑦𝑥𝑑𝑦
𝐴

 

ここで、𝑥 = 𝑎 1 − 𝑦/ℎ , 𝐴 = 𝑎ℎ/2となり、 

𝑦𝑐 =  
𝑦𝑎 1−

𝑦

ℎ

𝑎ℎ/2
𝑑𝑦

ℎ

0
=
2

ℎ
 𝑦 −

𝑦2

ℎ
𝑑𝑦 =

ℎ

3

ℎ

0
 



例題6.5 

• 図に示す図形の図心を求めよ。 







例題6.6  

• 図に示す図形の図心を求めよ。 



解答 

• 図心の計算（図心は対称軸であるｙ軸上にあ
る）はｙ座標だけ求めればよい。  



6.4 断面二次モーメント 

• 任意の図形上の微小面積ｄＡについて、その
座標を(x, y)とすると、図に示すように、ｄＡのｘ
軸に関する断面二次モーメントはy2dAである。 



断面二次モーメント 

• 図形全体についてy2dAを総和したもの

𝐼𝑥 =  𝑦2𝑑𝐴
𝐴

 

とする。この𝐼𝑥をｘ軸に関する断面二次モーメント
(moment of inertia of area) という。Ｙ軸に関しても
つぎのように計算できる。 

𝐼𝑥 =  𝑦2𝑑𝐴
𝐴

 

𝐼𝑦 =  𝑥2𝑑𝐴
𝐴

 



複雑な断面の断面二次モーメント 

• 複雑な断面の断面二次モーメントを知りたい
場合、単純な断面の断面二次モーメントの加
算と減算で求めることができる。 

• ただし、単純な各断面のz軸が、元の複雑な
断面のｚ軸と一致している場合に限る。 



極断面二次モーメント 
• 座標の原点を通り、ｘ、ｙ軸に直交する軸に関
する断面二次モーメントを極断面二次モーメ
ント (polar moment of inertia of area) 𝐼𝑝という。 

–軸のねじりに対して用いられる 

𝐼𝑝 =  𝑟2𝑑𝐴
𝐴

=  𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝐴
𝐴

= 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦  



例題6.7 

• 図の長方形の断面二次モーメントを求めよ。 





例題6.8 

• 図の三角形の断面二次モーメントを求めよ。 





例題6.9 

• 図の円の断面二次モーメントを求めよ。 





6.5 はりのせん断応力 
• はりには曲げモーメントとともにせん断力も作
用している。図に示すように微小距離dxだけ
離れた２つの断面A-B, C-D 上では、面に作用
するせん断力Ｓに基づいてせん断応力τを生
じている。 



せん断応力 

• 中立面N-Nから距離y1のところに点E, Fに作用
している共役せん断応力τは、この面E=F上に
おいて一様に分布しているとする。 


